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子計測で主に用いられるカメラには EM-CCD タイプと sCMOS タイプがある．1分子蛍光イ













ン数）I を用いて指数関数 p(Δt) = Ie−IΔt で表せる．あるいは，ある時間幅のビンに区切ってそ
の間のフォトンを数える場合には，フォトン数 n の確率分布はポアソン分布 p(n) = μne−μ/n!
（ただし μ はビンあたりの平均フォトン数）にしたがう．SPC 装置を用いる場合，この n の時
系列 {nj} を得る SPC 計測が一般的におこなわれる．あるいは，{Δti} または {ti} をすべて記
録することでフォトン 1個 1個の検出時刻を記録するタイムスタンプ（TS）計測を実現すること
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ポアソン過程で生じる．平均カウントレート x と y のポアソン過程の信号が混じった場合，得
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図 2．（A）FRET の概念．ドナ （ーD）色素とアクセプタ（A）色素がきわめて近接している時に，






生体分子のサイズはたかだか数 -数十 nm 程度であり，光学顕微鏡の空間分解能よりもはるか
に小さい．そのため，分子の構造変化を直接イメージングすることはほぼ不可能である．そこで，
分子の構造情報を蛍光信号として得る手法として，蛍光共鳴エネルギー移動（ﬂuorescence/Fo¨rster




場合がある（図 2（A））．このエネルギー移動現象が FRET と呼ばれ（Fo¨rster, 1946; Lakowicz,




と表される．ただし， R0 は Fo¨rster 距離と呼ばれる定数で，EFRET = 1/2 になる距離を表し，
色素の種類（組み合わせ）や媒質の誘電率等によって変化するが，典型的には 5–10 nm 程度の値
になる．EFRET は r の 6乗に依存し，図 2（B）を見ても分かるように，R0 近傍で非常に鋭敏に
距離に依存する．実験では，ドナーおよびアクセプタの蛍光強度 ID，IA を別々に計測し，そ







































時系列データ X = {x1, x2, . . . , xN} が得られたとき，各点に対応する潜在変数 Z = {z1,
z2, . . . , zN}，zn ={zn1, zn2, . . . , znK} を考える．ただし，K はデータ源が取り得る状態数と
し，xn の時点で系が状態 k にある時，znk = 1，znj = 0（j = k）で状態を表す．時系列データ
は等時間間隔でサンプリングされ，データ源は単純マルコフ過程で状態を変化させるとすると，
グラフィカルモデルは図 3（A）のようになり，データと潜在変数の同時確率分布は一般的に









で表すことができる．第 1項 p(z1|π) = ∏Kk=1 πkz1k は，初期状態 z1 として取り得る状態の確
率分布を表し，パラメータ π = {πk} で表される．第 2項は，状態遷移確率を表す確率分布で
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図 3．（A）HMM のグラフィカル・モデル．（B）HMM で用いられる状態遷移確率A（状態遷移
速度 k）．3つの状態 S1，S2，S3 の間の遷移確率（速度）を表す．（C）シミュレーション




from Biophysical Journal, Vol. 103, K. Okamoto and Y. Sako, ‘‘Variational Bayes
Analysis of a Photon-Based Hidden Markov Model for Single-Molecule FRET
Trajectories’’, 1315–1324, Copyright（2012）, with permission from Elsevier.］
p(zn|zn−1,A) = ∏Ki=1∏Kj=1 Aijzn−1,iznj で表される．パラメータ A は K×K 行列で，要素 Aij
は i 状態から 1ステップ後に j 状態に移る確率（i = j の場合，同じ状態に留まる確率も含む）を
与える（図 3（B））．第 3項は潜在変数と実測データを結びつける出力確率で，p(xm|φk) は k 状
態にある分子が信号 xm を生成する確率を表す．φk は k 状態についての関数形を定めるパラ
メータの集合であり，たとえばガウス関数 p(xm|μk, σk2) = (2πσk2)−1/2 exp{−(xm−μk)2/2σk2}
を与える場合，ガウス分布の平均値 μk と分散 σk2 がパラメータとなる．Θ は，π，A，φ を
含むすべてのパラメータを表すとする．マルコフ過程であれば，第 1・2項には一般性があるの
で，第 3項の関数形とパラメータ {φk} によってモデルを表すことになる．
式（3.1）で表される HMM を EM（expectation maximization）アルゴリズムを用いた最尤法に
よって解く方法は，すでに確立されている（Bishop, 2006）．詳細は省くが，まず仮のパラメータ
集合 Θold を与え，バウム -ウェルチ（Baum-Welch）法やビタビ（Viterbi）法などにより最適な Z
の事後分布を得る E-ステップを計算した後，M-ステップで Θ を更新する．この E-ステップ
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と M-ステップとの反復計算を p(X ,Z |Θ) が収束するまで繰り返すことで，状態数 K を仮定し
た上での Z 分布とパラメータ Θ の最適値を得る．同様の計算を状態数 K を変えながら繰り
返して最適な状態数を決める，すなわち，状態数の異なるモデルの中から最適なモデルを選択
する必要がある．しかしこの時，K 毎に最適化された p(X ,Z |Θ) の値を直接比較することは
できない．最尤法では尤度のみが評価され，状態数が増えることに対するペナルティがないた
め，状態数を増やせば増やすほど，ノイズを含めたデータの揺らぎや外れ値に対応できる過学
習が起きるためである．したがって，赤池情報量規準（Akaike’s Information Criterion; AIC）や
ベイズ情報量規準（Bayesian Information Criterion; BIC）などの検定を別途用い，状態数の増加
に対するペナルティを課して最適な状態数を決定する必要がある．
最尤法を用いた HMM の 1分子 FRET 実験データへの応用に関しては，蛍光強度にガウス分
布やポアソン分布，FRET に関してはガウス分布やベータ分布を仮定したモデルを用い，状態









この場合も，われわれの目的は p(Z ,Θ|X)の最適解を求めることであり，その近似解 q(Z ,Θ)
を導入するとエビデンスの対数は，






















とする．KL(q||p) はカルバック -ライブラ （ーKullback-Leibler）ダイバージェンスであり，2つの
分布関数 p, q の相似の程度を表す汎関数である．KL(q||p) は常に正の値を取り，p と q が一致
する時にのみ 0 になる．したがって，L(q) ≤ ln p(X) であり，L(q) は ln p(X) の下界を表す
ことから，変分下限とも呼ばれる．つまり，L(q) を最大化する q(Z ,Θ) を求めることが目的と
なる．
ここで，








q(Z ,Θ) ln q(Z ,Θ)dΘ
において，U ≡ − ln p(X ,Z ,Θ) と定義し，第 2項は情報エントロピーの表式であることに注目
して S で表すことにすると，
(3.6) −L(q) = 〈U〉 − TS
と表すことが出来る．ただし 〈U〉 は U の期待値を表し，T は表式をそろえるための意味の無
い単位温度とする．式（3.6）は熱力学におけるヘルムホルツ自由エネルギーと同じ表式になって
いる．すなわち，L(q) を最大化することは系の自由エネルギーを最小化することに等しい．第
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1項は，最尤法と同様に，モデルを観測データに一致させることで内部エネルギーを最小化させ
る効果を表す．それと同時に，第 2項ではエントロピーを最大化させることを求めており，最
尤法で見られるような過学習を抑制する．つまり，AIC や BIC でおこなわれる状態数増加への
ペナルティが暗に含まれていることを意味している．
実際に変分ベイズの計算をおこなうには，物理学で用いられる平均場近似と同様の近似を用
いる．潜在変数とパラメータをまとめて Z で表すとした場合，Z をいくつかの互いに独立な
グループ Z i (i = 1, . . . ,M) に分解することができる，すなわち q(Z) =
∏M




qj ln p˜(X ,Zj)dZj −
∫
qj ln qjdZj + const.
と変形することができる．ただし，Ei=j [· · · ] は i = j のすべての Zj による期待値を表すとし
て，p˜(X ,Zj) = Ei=j [ln p(X ,Z)] + const. とする．{qi=j} を固定化した上で L(q) が最大化する
のは，式（3.7）が負の KL-ダイバージェンスの関係であることに注意すると，qi(Zj) ∼= p˜(X ,Zj)
の時なので，最適解 q∗j (Zj) は，
(3.8) ln q∗j (Zj) = Ei=j [ln p(X ,Z)] + const.
で与えられる．これを Z1, . . . ,ZM について交互に計算する．具体的な計算法としては，最尤





L(q) = E[ln p(X ,Z |Θ)] + E[ln p(π)] + E[ln p(A)] + E[ln p(φ)](3.9)
− E[ln q(Z)]− E[ln q(π)]− E[ln q(A)]− E[ln q(φ)]










変分ベイズ -隠れマルコフモデル（VB-HMM）法の 1分子 FRET 実験データへの応用として，




で述べたように，SPC 検出器を用いれば TS 計測を実現でき，信号としては最大の情報量を得
ることができる．そこで，TS-FRET 信号を取り扱うための VB-HMM 法の拡張をおこなった
（Okamoto and Sako, 2012）．
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TS 信号では，データ列 {xn} を，n− 1 番目のフォトンから n 番目のフォトンまでの経過時
間と定義する（図 1（C））．ここで，データ点間の時間間隔が可変であることに注意する必要があ





遷移確率 A と同様に，各状態間の遷移速度 {kij} (i = j) を定義する（図 3（B））．この場合，
同じ状態に留まる i = j の場合を考える必要はない．さらに，i 状態の減衰速度 κii ≡∑Kj =i kij
と，i 状態から遷移が起きた時に j 状態に移る確率 κij ≡ kij/∑Kj =i kij = kij/κii (i = j) とを定
義する．κij は i を除いた j での総和が 1 となる．いま時間間隔は xn で表されるため，この
κ を用いて遷移確率関数を書き直すと












(3.11) p(xn|Ii) = Ii exp(−Iixn)
で与えられるので，xn−1 に関する周辺化をおこなう事で，







































を得ることができた．これを解くには，3.2 節で述べたように，平均場近似により Z の最適分
布を得る E-ステップと，パラメータの分布関数を更新するM-ステップを交互に反復計算する．
事前分布としては，Ii に関してはガンマ分布，κii に関しては尺度不変事前分布 p(κii) ∝ κii−1，
κij（i = j）に関してはディリクレ分布が使える．




色を区別することにする．そのためデータを拡張し，xn = {Δtn, ρn} とする．ただし，ドナー
の場合 ρ = 0，アクセプタの場合 ρ = 1 と定義する．また，新たなパラメータ，FRET 効率 E
を導入する．すると，式（3.13）の同時分布のうち，初期分布確率と遷移確率関数は変更する必
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要がなく，出力関数を




{Eiρm(1− Ei)1−ρm × Ii exp(−IiΔtm)}zmi
と書き換えるだけで，TS-FRET 信号のモデルを表すことができる．新たに E に関する事前分
布を用意する必要があるが，0–1 の間で値をとる分布としてベータ分布を用いることができる．
フォトン信号のもう 1つの形式である SPC 信号についても，VB-HMM 法での取り扱いを可












これを FRET 信号に拡張する場合も，TS 信号とは異なる取り扱いをする．2系列の蛍光信






















VB-HMM を用いた TS-FRET 解析法の有効性を検証するため，シミュレーション生成した
データを用いてテストした．生成したデータの例を図 3（C）に示す．図では SPC 形式の信号と























3.5 1分子実験データへの適用例：ホリデー・ジャンクション DNA の FRET 計測
最後に，VB-HMM-TS-FRET 解析法を実際の実験データに適用した例について紹介する．
DNA は通常，2本でらせん構造を構成して安定に存在している事がよく知られている．しか




動を 1分子 FRET 計測によって観察した（図 4（A））．伸び縮みは塩基単位で起きるので，離散
的な構造変化が観察でき，また塩基配列を選ぶことでとり得る状態数を決めることもできる．
得られた実験データの例を図 4（B）に示す．蛍光信号（上段）からトータル蛍光強度 Ic（中段，
グレー）および FRET（下段，グレー）を計算により求めた．Ic は 2つの蛍光信号の和に実験条
件を考慮した補正を施した値で，この値が一定であれば，蛍光信号の揺らぎが FRET 変化に
由来するものであると見なすことができる．FRET 信号はステップ的な時間変化を示している
が，揺らぎも大きい．この TS 信号に VB-HMM-TS-FRET 解析を適用し，Ic（中段，黒）およ
び FRET（下段，黒）の軌跡を復元した．得られた FRET 軌跡は，塩基配列から期待される通り








る．以下で，TS 形式の（1ch の）蛍光強度信号についての CPD 法について簡単に紹介する．
4.1 対数尤度比検定による CPD
時間 T の間にフォトン N 個が検出されたデータ区間に対し，k 番目のフォトン pk で状態遷
移が起きたかどうかを評価したい（図 5（A）–（C））．もし pk が変化点であれば，その前後で平均
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図 4．VB-HMM 法の 1 分子 FRET 実験データへの適用例．（A）DNA によって作られる
十字構造であるホリデー・ジャンクション．左右の腕の伸び縮み運動を FRET で計
測する．（B）実験データの例．上段は蛍光信号の測定データ．中段・下段のグレーは
実験データからの計算値，黒は VB-HMM 法による解析結果．（C）FRET 分布．実験
データ（グレー）と VB-HMM 法による解析結果（黒）．［Reprinted from Biophysical
Journal, Vol. 103, K. Okamoto and Y. Sako, ‘‘Variational Bayes Analysis of a
Photon-Based Hidden Markov Model for Single-Molecule FRET Trajectories’’,
1315–1324, Copyright（2012）, with permission from Elsevier.］
図 5．（A）–（C）TS 信号の変化点検出法の概念．あるデータ区間のうち k 番目のフォトン pk
で信号が変化するか評価する．（B）（D）シミュレーションで生成した，データ区間の中
央で信号が変化する蛍光時系列信号．I1/I2 =（B）0.2,（D）0.9．（C）（E）対数尤度比 Lk











として得られる．ただし，Iˆ1 = k/Tk，Iˆ2 = (N − k)/TN−k，Tk はデータ始点から pk までの時













（Watkins and Yang, 2005）．
ポアソン過程の CPD 法は古くから研究されており，たとえば炭鉱事故の発生頻度の分析も













p(X |Θ, H1,2) に関しては式（4.1）–（4.2）と同様の関数を用いることができるが，その他に事前分




の中央で強度が変化する TS 信号を生成し（図 5（A）），各フォトンについて Lk および B を計
算した（図 5（C））．強度変化が十分に大きい場合（I1/I2 = 0.2; 図 5（B））では，Lkはしきい値（破
線; 理論値）を大きく越え，ほぼ実際の変化点（点線）の位置で最大値をとっている．ベイズ因子
も対数を取ると，（絶対値は異なるが）ほぼ同様の分布を示している．強度変化がわずかな場合






め，容易に他のモデル（例えば 2ch の FRET 信号）に応用することができない．対照実験で経験
的に決められる場合もあるかもしれないが，できれば理論的に裏付けられる方が望ましい．ま
270 統計数理 第 62 巻 第 2 号 2014
た，対数尤度比を用いた CPD 法に関して，前述の VB-HMM 法と同様のシミュレーションを
おこなって性能を比較したところ，VB-HMM ほどの精度を得ることができなかった（Okamoto





ている．本稿では 1分子 FRET 計測における時系列データの取り扱いについて紹介したが，特
に 1分子実験では，分子レベルの確率過程を顕わに取り扱うことになるため，統計的な解析が
馴染みやすい．他にもたとえば，細胞膜に埋まって拡散運動する蛋白質では，拡散速度の異な
る状態間を切り替わるダイナミクスに HMM が用いられ解析されている（Chung et al., 2010）．
また，S/N 比を容易に大きくできない 1分子画像において，分子の位置や動きを検出する画像
解析でも，さまざまな手法が提案されている（たとえば Jaqaman et al., 2008）．しかし，当然，
成功した例ばかりではなく，解決すべき課題も残されている．本稿で紹介した内容でも，たと
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Discrimination of Molecular States in Single-molecule
Experimental Data by Statistical Data Analysis
Kenji Okamoto
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In recent biology study, it is becoming increasingly important to understand the
behavior and functions of biomolecules such as proteins. Single-molecule measurement
enables us to observe individual molecules and has been widely used to investigate molec-
ular dynamics directly. One of major problems of single-molecule experimental data is
weakness of the signal obtained from only a single molecule, leading to the significant
fluctuation. On the other hand, its time series can be interpreted as consecutive tran-
sitions among a limited number of molecular states in many cases. Since both of those
features are stochastic processes, statistical data analysis is suitable to handle such sig-
nals. To date, a number of methods have been developed to discriminate molecular states
buried in apparently noisy signals. This article introduces some statistical methods to
treat experimental data of single-molecule FRET (smFRET) measurements, which can
examine the structural dynamics of biomolecules. The hidden Markov model (HMM) re-
produces a state transition trajectory from a time series of smFRET data. Maximum
likelihood estimation (MLE) or variational Bayes (VB) inference is employed to solve the
HMM. The VB-HMM is modified to treat time-dependent time-stamp signals and some
examples of applications to simulated signals and experimental data are shown. Finally, I
would like to mention another method to analyze time series data: change point detection.
Key words: Biomolecules, single-molecule measurement, FRET, hidden Markov model, variational
Bayes, state discrimination.
